Esercizi sui numeri complessi by Dore, Giovanni
Giovanni Dore
Esercizi del corso di
Analisi Matematica 1B
Corso di Laurea in Matematica
Anno Accademico 2016/2017
Capitolo 1
Numeri complessi
Esercizi
1) Scrivere in forma algebrica il numero complesso
2+ i
3− 2i − (2+ 3i)
2 .
2) Scrivere in forma algebrica il numero complesso
exp
 
(2− i)2
e3i
.
3) Scrivere in forma algebrica i seguenti numeri complessi:
a.
3− i
4− i
b.
2− i
2+ i
c.
4− 3i
(2+ i)2
d. e−2+3i
e.
 
2
p
3+ i
3
p
3− i
f. exp
 
(2+ i)3

g.
e2+i
e3−2i
h. exp
 
(1− i)6
4) Scrivere in forma trigonometrica il numero complesso
(1− i)5 −p3+ i3 .
5) Scrivere in forma trigonometrica i seguenti numeri complessi:
a.
p
3− i
b. −1− 2i
c. −1+ 2i
d.
1
−1+p3 i
e.
−1+ 2i
4i
f.
 −p3+ i7
g. (1+ 4i)6
h.
(1+ i)5 
1−p3 i3
i.
1− i p
3− i4
j.
(1+ 2i)(1+ i)8
(4i)2
k. 3e2−4i
l.
 
e3−2i
2
m. e (3−2i )
2
n. (1− i)e2+i
1
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6) Determinare le radici quadrate e cubiche del numero complesso
−3
p
3+ 9i .
7) Determinare le radici cubiche del numero complesso
e1+2i .
8) Determinare le radici quadrate e cubiche dei seguenti numeri complessi:
a. −3
b. −i
c. 1−
p
3 i
d. 1− i
e. −1− 2i
f. 2+ i
9) Risolvere l’equazione in campo complesso
2z2+
 
2
p
3+ 6 i

z + 1−
p
3 i = 0 .
10) Risolvere l’equazione in campo complesso

1
z2
− 4
p
3 i
3
=
 
1− 3
p
3 i
3
.
11) Risolvere l’equazione in campo complesso

(−1+ i)z − 1− i
z2+ 2i z − 1
2
= (1+ i)6 .
12) Risolvere le seguenti equazioni in campo complesso:
a. z2+ z + 8= 0
b. z2+ i z − 2= 0
c. z2+ 2z + 1+ 2i = 0
d. (3+ 3i)z2+
p
5 (2− 2i)z + 1+ i = 0
e. 2z2+ 2
 p
3+ 3i

z − 1+
p
3 i = 0
f. z2 − 2
p
6 i z − i = 0
g. i z2 − 4z + 2− 4i = 0
h. z3+ i z = 0
i. z4 − 4z2+ 4+ 2i = 0
j. z6 − 7z3 − 8= 0
k. (z − i)6 =−8
l. (z + 4)6 = (z − 4)6
m.

z − i
2z + i
2
= 8i
n.

z2+ 3i z
z2+ 2
2
= 1
o.

z +
1
z
2
= (1− i)4
p.

z2+
p
3
2
− 1
2
i
3
=−i
q.

z2+ 2i z − 1
2
+
p
3
2
i
3
= 1
r.

(3+ 3i)z +
1+ i
z
2
= 5(1+ i)6
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s.

2i z − 1+ 2i
z
2
= (6− 2i)2 t.
 
z2+ 2
p
2 i z − 12 =−1
13) Risolvere l’equazione in campo complesso
e1/z =−1− 2i .
14) Risolvere l’equazione in campo complesso
(1− 2i)cos z + (−2+ i) sin z =−
p
2+
p
2 i .
15) Risolvere le seguenti equazioni in campo complesso:
a. e z =−4i
b. e z =−3+ 2i
c. e i z = 2− 2i
d. e (2+i )z = 1
e. e2z + 6e z + 9+ 2i = 0
f. e i z + 4e−i z =−2
g. e z + e−z = i e−z + i − 2
h.

e z +
i
2
3
= i
i.
 
e2z + 4
2
=
 
i e2z − 42
j.
 
e−z + 1
3
=−1
k. − sin z cos z + cos2 z = 1
l. 2cos z = i e−i z + i − 2
m. e (1+i )z = 1+ i
n. e4i z + (1− i)e2i z − i = 0
o.
 
i sin(3z)+ (1− i)cos(3z)2 =−1
16) Risolvere l’equazione in campo complesso
z2+ z + |z |2 = 1 .
17) Risolvere l’equazione in campo complesso
z3+ z z2+ 3z Im z + 2Re z = 0 .
18) Risolvere le seguenti equazioni in campo complesso:
a. 2z − 4z + |z |2+ 6i = 0 b. z2z + z z2 − (3+ i)|z |2 − 3z2 = 0
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Soluzioni e risultati
1) Per scrivere in forma algebrica la frazione è opportuno moltiplicare numeratore e deno-
minatore per il coniugato del denominatore, in modo da ottenere una frazione con denomi-
natore reale. Si ha
2+ i
3− 2i − (2+ 3i)
2 =
(2+ i)(3+ 2i)
(3− 2i)(3+ 2i) −
 
22+ 2 · 2 · 3i + (3i)2=
=
6+ 4i + 3i − 2
32+ 22
− (−5+ 12i) = 4+ 7i + 13(5− 12i)
13
=
69
13
− 149
13
i .
Questa è la forma algebrica richiesta.
2) Si ha
exp
 
(2− i)2
e3i
= exp(4− 4i − 1− 3i) = exp(3− 7i) = e3 sin 7− e3 cos7 i .
Questa è la forma algebrica richiesta.
3)
a.
13
17
− 1
17
i
b.
3
5
− 4
5
i
c. −i
d. e−2 cos3+ e−2 sin3 i
e.
19
4
+
53
p
3
4
i
f. e2 cos 11+ e2 sin11 i
g. e−1 cos 3+ e−1 sin 3 i
h. cos8+ sin8 i
4) Il numero complesso 1 − i ha modulo
p
12+ (−1)2 = p2 e un suo argomento è
arctan(−1) =−pi/4 . Inoltre −p3+ i ha modulo
q −p3 2+ 12 = 2 e un suo argomento
è arctan
 −1/p3 +pi= (5/6)pi . Pertanto

(1− i)5 −p3+ i3
=
 p
2
5
2−3 = 2−1/2 ;
un argomento del numero (1− i)5/ −p3+ i3 è
5

− pi
4

− 3 5
6
pi=
−5− 10
4
pi=− 15
4
pi .
Poiché −(15/4)pi= (pi/4)− 4pi , anche pi/4 è un argomento. Pertanto
(1− i)5 −p3+ i3 =
1p
2

cos
pi
4
+ i sin
pi
4

.
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5)
a. 2

cos
11
6
pi

+ i sin
11
6
pi

b.
p
5
 
cos(arctan 2+pi)+ i sin(arctan2+pi)

c.
p
5
 
cos(pi−arctan 2)+ i sin(pi−arctan2)
d.
1
2

cos

− 2
3
pi

+ i sin

− 2
3
pi

e.
p
5
4

cos

arctan
1
2

+ i sin

arctan
1
2

f. 128

cos

− pi
6

+ i sin

− pi
6

g. 173
 
cos(6arctan4)+ i sin(6arctan4)

h.
1p
2

cos
pi
4
+ i sin
pi
4

i.
1
8
p
2

cos
 5
12
pi

+ i sin
 5
12
pi

j.
p
5
 
cos(arctan2+pi)+ i sin(arctan2+pi)

k. 3e2
 
cos(−4)+ i sin(−4)
l. e6
 
cos(−4)+ i sin(−4)
m. e5
 
cos(−12)+ i sin(−12)
n. e2
p
2

cos

1− pi
4

+ i sin

1− pi
4

6) Per determinare le radici di −3p3+9i occorre anzitutto trovarne modulo e argomento.
Si ha −3p3+ 9i = 3 −p3+ 3i = 3Ç −p3 2+ 32 = 3p12= 6p3 .
Un argomento di −3p3+ 9i è
arctan
9
−3p3
+pi=pi− arctan p3 = 2
3
pi .
Pertanto le radici quadrate di −3p3+ 9i sono
±
p
6 31/4

cos
pi
3
+ i sin
pi
3

=±
p
6 31/4

1
2
+
p
3
2
i

=±

33/4p
2
+
35/4p
2
i

.
Le radici cubiche di −3p3+ 9i sono
1081/6

cos
2+ 6k
9
pi

+ i sin
2+ 6k
9
pi

,
per k = 0,1, 2 .
7) Determiniamo il modulo e un argomento di e1+2i . Poiché l’esponenziale di un numero
complesso ha come modulo l’esponenziale della parte reale e come argomento il coefficiente
dell’immaginario, il numero e1+2i ha modulo e e un argomento è 2 .
Perciò abbiamo le soluzioni
z = e1/3

cos
2
3
+ i sin
2
3

,
z = e1/3

cos
2+ 2pi
3
+ i sin
2+ 2pi
3

,
z = e1/3

cos
2+ 4pi
3
+ i sin
2+ 4pi
3

.
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8)
a. ±
p
3 i ;
3
p
3
2
+
35/6
2
i , − 3
p
3 ,
3
p
3
2
− 3
5/6
2
i
b. ±
 1p
2
− 1p
2
i

;
p
3
2
− 1
2
i , i , −
p
3
2
− 1
2
i
c. ±
s3
2
− 1p
2
i

;
3
p
2

cos
5+ 6k
9
pi

+ i sin
5+ 6k
9
pi

, k = 0,1, 2
d. ±21/4

cos
7
8
pi

+ i sin
7
8
pi

;
21/6

cos
 7
12
pi

+ i sin
 7
12
pi

, − 1
3
p
2
− 1
3
p
2
i , 21/6

cos
23
12
pi

+ i sin
23
12
pi

e. ±5 14

cos
arctan2+pi
2
+ i sin
arctan2+pi
2

;
5
1
6

cos
arctan2+ kpi
3
+ i sin
arctan2+ kpi
3

, k = 1,3, 5
f. ±5 14

cos
1
2
arctan
1
2

+ i sin
1
2
arctan
1
2

;
5
1
6

cos
1
3
arctan
1
2
+ 2kpi

+ i sin
1
3
arctan
1
2
+ 2kpi

, k = 0,1, 2
9) L’equazione è di secondo grado, per risolverla occorre innanzitutto calcolare le radici
quadrate del discriminante (che indichiamo con ∆ ), o meglio, poiché nel coefficiente del
termine di primo grado si può raccogliere il fattore 2 , le radici quadrate di ∆/4 . Si ha
∆
4
=
 p
3+ 3 i
2 − 2 1−p3 i= 3+ 6p3 i − 9− 2+ 2p3 i =−8+ 8p3 i .
Per calcolare le radici quadrate di ∆/4 dobbiamo trovarne il modulo e un argomento.∆4
=
Ç
(−8)2+  8p3 2 = 8Ç(−1)2+  p3 2 = 16 .
Poiché ∆/4 ha parte reale negativa, un argomento è
arctan
Im(∆/4)
Re(∆/4)
+pi= arctan
8
p
3
−8 +pi=−arctan
p
3+pi=− pi
3
+pi=
2
3
pi .
Perciò le radici quadrate di ∆/4 sono
±
p
16

cos
1
2
2pi
3

+ i sin
1
2
2pi
3

=±4

cos
pi
3
+ i sin
pi
3

=± 2+ 2p3 i .
Le soluzioni dell’equazione sono quindi
−p3− 3 i ±  2+ 2p3 i
2
=


−p3− 3 i − 2− 2p3 i
2
=− 2+
p
3
2
− 2
p
3+ 3
2
i ,
−p3− 3 i + 2+ 2p3 i
2
=
2−p3
2
+
2
p
3− 3
2
i .
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10) Se due numeri complessi elevati al cubo sono uguali allora ognuno di essi è uguali
all’altro moltiplicato per una delle radici cubiche di 1 . Le radici cubiche di 1 sono
rk = cos
2k
3
pi

+ i sin
2k
3
pi

,
per k = 0,1, 2 e quindi
r0 = cos 0+ i sin 0= 1 ,
r1 = cos
2
3
pi

+ i sin
2
3
pi

=− 1
2
+
p
3
2
i ,
r2 = cos
4
3
pi

+ i sin
4
3
pi

=− 1
2
−
p
3
2
i .
Perciò le soluzioni dell’equazione si ottengono risolvendo le tre equazioni
1
z2
− 4
p
3 i = r0
 
1− 3
p
3 i

,
1
z2
− 4
p
3 i = r1
 
1− 3
p
3 i

,
1
z2
− 4
p
3 i = r2
 
1− 3
p
3 i

.
La prima equazione si può scrivere
1
z2
= 4
p
3 i + 1− 3
p
3 i = 1+
p
3 i ,
da cui z2 = 1/
 
1+
p
3 i

. Cerchiamo le radici quadrate di 1/
 
1+
p
3 i

. Si ha
 11+p3 i
= 1q
12+
 p
3
2 = 12
e un argomento di 1/
 
1+
p
3 i

è l’opposto di un argomento di 1+
p
3 i , cioè l’opposto di
arctan
p
3 e quindi è −pi/3 . Perciò tali radici quadrate sono
±
s
1
2

cos

− pi
6

+ i sin

− pi
6

=±
s
1
2
p
3
2
− 1
2
i

=±
 p
3
2
p
2
− 1
2
p
2
i

.
La seconda equazione si può scrivere
1
z2
= 4
p
3 i +

− 1
2
+
p
3
2
i
 
1− 3
p
3 i

= 4
p
3 i − 1
2
+
p
3
2
i +
3
p
3
2
i +
9
2
= 4+ 6
p
3 i ,
da cui z2 = 1/
 
4+ 6
p
3 i

. Cerchiamo le radici quadrate di 1/
 
4+ 6
p
3 i

. Si ha
 14+ 6p3 i
= 1q
42+
 
6
p
3
2 = 1p124
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e un argomento di 1/
 
4+6
p
3 i

è l’opposto di un argomento di 4+6
p
3 i , cioè l’opposto di
arctan
 
6
p
3/4

, quindi arctan
 −3p3/2 ; pertanto le radici quadrate di tale numero sono:
± 1
4
p
124

cos

1
2
arctan
3
p
3
2

− i sin

1
2
arctan
3
p
3
2

.
Infine la terza equazione si può scrivere
1
z2
= 4
p
3 i +

− 1
2
−
p
3
2
i
 
1− 3
p
3 i

= 4
p
3 i − 1
2
−
p
3
2
i +
3
p
3
2
i − 9
2
=−5+ 5
p
3 i ,
da cui z2 = 1/
 −5+ 5p3 i . Cerchiamo le radici quadrate di 1/ −5+ 5p3 i . Si ha
 1−5+ 5p3 i
= 1q
(−5)2+  5p3 2 =
1
10
mentre un argomento di 1/
 −5+ 5p3 i è l’opposto di un argomento di −5+ 5p3 i , cioè
l’opposto di arctan
 −5p3/5−pi , quindi (4/3)pi ; pertanto le radici quadrate di tale numero
sono
±
s
1
10

cos

2
3
pi

+ i sin

2
3
pi

=±
s
1
10

− 1
2
+ i
p
3
2

=±

− 1
2
p
10
+
p
3
2
p
10
i

.
Perciò l’equazione ha le sei soluzioni
z =±
 p
3
2
p
2
− 1
2
p
2
i

,
z =±

1
4
p
124
cos

1
2
arctan
3
p
3
2

− 1
4
p
124
sin

1
2
arctan
3
p
3
2

i

,
z =±

1
2
p
10
−
p
3
2
p
10
i

.
11) Dobbiamo uguagliare due potenze con esponenti diversi. Una potenza con esponente 6
può però essere scritta come quadrato di un cubo, quindi l’equazione si può riscrivere come
uguaglianza tra potenze con esponenti uguali. Otteniamo l’equazione

(−1+ i)z − 1− i
z2+ 2i z − 1
2
=
 
(1+ i)3
2
.
Poiché
(1+ i)3 = 1+ 3i + 3i 2+ i 3 = 1+ 3i − 3− i =−2+ 2i ,
l’equazione è 
(−1+ i)z − 1− i
z2+ 2i z − 1
2
= (−2+ 2i)2 ,
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che si scompone nelle due equazioni
(−1+ i)z − 1− i
z2+ 2i z − 1 =−2+ 2i ,
(−1+ i)z − 1− i
z2+ 2i z − 1 = 2− 2i .
La prima equazione equivale a
(−1+ i)z − 1− i − (z2+ 2i z − 1)(−2+ 2i)
z2+ 2i z − 1 = 0 ,
(−1+ i)z − 1− i + (2− 2i)z2+ (4i + 4)z − 2+ 2i
z2+ 2i z − 1 = 0 ,
(2− 2i)z2+ (3+ 5i)z − 3+ i
z2+ 2i z − 1 = 0 .
Cerchiamo z che annulli il numeratore, con la condizione che il denominatore sia diverso
da 0 . Poiché il denominatore è il quadrato del binomio z+ i , si annulla se e solo se z =−i .
Perciò −i non può essere soluzione dell’equazione. Risolviamo quindi l’equazione
(2− 2i)z2+ (3+ 5i)z − 3+ i = 0 .
Il discriminante del polinomio di secondo grado di cui cerchiamo gli zeri è
∆= (3+ 5i)2 − 4(2− 2i)(−3+ i) = 9+ 30i − 25+ 24− 8i − 24i − 8=−2i .
Poiché −2i ha modulo 2 e un suo argomento è (3/2)pi , le sue radici quadrate sono
±
p
2

cos
3
4
pi

+ i sin
3
4
pi

=±
p
2

− 1p
2
+
1p
2
i

=±(−1+ i) .
Pertanto si ha
z =
−(3+ 5i)± (−1+ i)
2(2− 2i) ,
perciò vi sono le due soluzioni
z =
−4− 4i
4− 4i =
−2− 2i
2− 2i =
(−2− 2i)(2+ 2i)
|2− 2i |2 =
−4− 4i − 4i + 4
22+ (−2)2 =
−8
8
i =−i ,
z =
−2− 6i
4− 4i =
−1− 3i
2− 2i =
(−1− 3i)(2+ 2i)
|2− 2i |2 =
−2− 2i − 6i + 6
22+ (−2)2 =
4− 8i
8
=
1
2
− i .
La soluzione z =−i va scartata perché, come visto sopra, annulla il denominatore.
In modo analogo si procede per risolvere la seconda equazione, cioè
(−1+ i)z − 1− i
z2+ 2i z − 1 = 2− 2i ,
che è equivalente a
(−1+ i)z − 1− i − (z2+ 2i z − 1)(2− 2i)
z2+ 2i z − 1 = 0 ,
(−1+ i)z − 1− i − (2− 2i)z2 − (4i + 4)z + 2− 2i
z2+ 2i z − 1 = 0 ,
(−2+ 2i)z2 − (5+ 3i)z + 1− 3i
z2+ 2i z − 1 = 0 .
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Perciò risolviamo l’equazione
(−2+ 2i)z2 − (5+ 3i)z + 1− 3i = 0 ,
scartando poi l’eventuale soluzione z =−i che, come visto sopra, annulla il denominatore.
Il discriminante del trinomio è
∆= (5+ 3i)2 − 4(−2+ 2i)(1− 3i) = 25+ 30i − 9+ 8− 24i − 8i − 24=−2i ;
sappiamo che le radici quadrate di −2i sono ±(−1+ i) e quindi le soluzioni dell’equazione
sono
z =
5+ 3i ± (−1+ i)
2(−2+ 2i) ,
cioè
z =
4+ 4i
−4+ 4i =
2+ 2i
−2+ 2i =
(2+ 2i)(−2− 2i)
| − 2+ 2i |2 =
−4− 4i − 4i + 4
22+ (−2)2 =
−8
8
i =−i ,
z =
6+ 2i
−4+ 4i =
3+ i
−2+ 2i =
(3+ i)(−2− 2i)
| − 2+ 2i |2 =
−6− 6i − 2i + 2
(−2)2+ 22 =−
4+ 8i
8
=− 1
2
− i
La prima è da scartare, mentre la seconda è accettabile.
Quindi l’equazione ha le due soluzioni
z =
1
2
− i , z =− 1
2
− i .
12)
a. − 1
2
−
p
31
2
i , − 1
2
+
p
31
2
i
b.
p
7
2
− 1
2
i , −
p
7
2
− 1
2
i
c. −2+ i , −i
d.
p
5+ 2
p
2
3
i ,
p
5− 2p2
3
i
e.
p
2−p3
2
+
p
6− 3
2
i , −
p
2+
p
3
2
−
p
6+ 3
2
i
f. ±371/4 cos

pi
2
− 1
2
arctan
1
6

+
p
6± 371/4 sin

pi
2
− 1
2
arctan
1
6

i
g. 1− i , −1− 3i
h. 0 ,
1p
2
− 1p
2
i , − 1p
2
+
1p
2
i
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i. ±21/4

cos
pi
8
+ i sin
pi
8

, ±101/4

cos
arctan3
2
+ i sin
arctan3
2

,
j. −1 , 1
2
+
p
3
2
i ,
1
2
−
p
3
2
i , 2 , −1+
p
3 i , −1−
p
3 i
k.
s
3
2
+

1+
1p
2

i , −
s
3
2
+

1+
1p
2

i ,
s
3
2
+

1− 1p
2

i , −
s
3
2
+

1− 1p
2

i ,
 
1+
p
2

i ,
 
1−
p
2

i
l. 0 , ± 4
p
3
3
i , ±4
p
3 i
m.
6
41
− 13
41
i , − 6
25
− 17
25
i
n. −2i , 1
2
i , − 2
3
i
o. ± p2+ 1i , ± p2− 1i
p. 0 , ±
4
p
3p
2
i , ±

31/4
2
+
33/4
2
i

q.
p
3
2
− 3
2
i , −
p
3
2
− 1
2
i , 0 , −2i , 1p
2
−

1+
s
3
2

i , − 1p
2
+

−1+
s
3
2

i
r.
p
5+ 2
p
2
3
i ,
−p5+ 2p2
3
i ,
p
5− 2p2
3
i ,
−p5− 2p2
3
i
s.
1
2
+
4
p
2cos
3
8
pi

+

3
2
+
4
p
2sin
3
8
pi

i ,
1
2
− 4
p
2cos
3
8
pi

+

3
2
− 4
p
2sin
3
8
pi

i ,
− 1
2
+
4
p
2cos
3
8
pi

+

− 3
2
+
4
p
2sin
3
8
pi

i , − 1
2
− 4
p
2cos
3
8
pi

+

− 3
2
− 4
p
2sin
3
8
pi

i
t.
4
p
2cos
5
8
pi

+

−
p
2+
4
p
2sin
5
8
pi

i , − 4
p
2cos
5
8
pi

+

−
p
2− 4
p
2sin
5
8
pi

i ,
4
p
2cos
3
8
pi

+

−
p
2+
4
p
2sin
3
8
pi

i , − 4
p
2cos
3
8
pi

+

−
p
2− 4
p
2sin
3
8
pi

i
13) Per le proprietà dell’esponenziale complesso, se e1/z = −1− 2i , allora 1/z ha parte
reale uguale a log |−1− 2i | e coefficiente dell’immaginario uguale a uno degli argomenti di
−1 − 2i . Si ha |−1− 2i | = p5 e un argomento di −1 − 2i è arctan2 + pi , quindi gli
argomenti di tale numero sono i numeri reali della forma arctan2+ (2k + 1)pi con k ∈ Z .
Perciò
1
z
= log
p
5+
 
arctan2+ (2k + 1)pi

i ,
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quindi si hanno le soluzioni
z =
1
log
p
5+
 
arctan2+ (2k + 1)pi

i
=
log
p
5−  arctan2+ (2k + 1)pii 
log
p
5
2
+
 
arctan2+ (2k + 1)pi
2 ,
qualunque sia k ∈ Z .
14) Poiché
cos z =
e i z + e−i z
2
, sin z =
e i z − e−i z
2i
,
l’equazione si può scrivere come
(1− 2i) e
i z + e−i z
2
+ (−2+ i) e
i z − e−i z
2i
=−
p
2+
p
2 i ,
cioè, moltiplicando entrambi i membri per 2i e i z ,
(1− 2i)(e2i z + 1)i + (−2+ i)(e2i z − 1) =  −p2+p2 i2i e z ,
da cui si ottiene
2i e2i z + 2
 p
2+
p
2 i

e i z + 4= 0 .
Ponendo w = e i z si ottiene l’equazione
iw2+
 p
2+
p
2 i

w + 2= 0 .
Il discriminante del polinomio di secondo grado a primo membro è
∆=
 p
2+
p
2 i
2 − 4 · 2i = 2+ 4i − 2− 8i =−4i .
Poiché |−4i |= 4 e un argomento di −4i è (3/2)pi le radici quadrate del discriminante sono
±
p
4

cos
3
4
pi

+ i sin
3
4
pi

=±2

− 1p
2
+
1p
2
i

=± −p2+p2 i ,
quindi si ha
w =
− p2+p2 i±  −p2+p2 i
2i
=


−2p2
2i
=
p
2 i ,
−2p2 i
2i
=−p2 .
Rimangono da risolvere le equazioni e i z =
p
2 i e e i z = −p2 . Poiché p2 i ha
modulo
p
2 e un suo argomento è pi/2 , la prima equazione è verificata se
i z = log
 p
2

+
pi
2
i + 2kpii , k ∈ Z ,
Capitolo 1. Numeri complessi 13
cioè
z =
pi
2
+ 2kpi+
1
2
log2 i , k ∈ Z .
Poiché −p2 ha modulo p2 e un suo argomento è pi , la seconda equazione è verificata se.
i z = log
 p
2

+pii + 2kpii , k ∈ Z ,
cioè
z =pi+ 2kpi− 1
2
log2 i , k ∈ Z .
15)
a. log 4+

2k − 1
2

pii , k ∈ Z
b.
log13
2
+

(2k + 1)pi− arctan 2
3

i , k ∈ Z
c.

2k − 1
4

pi− log 8
2
i , k ∈ Z
d.
2k
5
pi+
4k
5
pii , k ∈Z
e.
log5
2
+

arctan
1
2
+ (2k + 1)pi

i ,
log17
2
+

−arctan 1
4
+ (2k + 1)pi

i , k ∈ Z
f.
2
3
pi+ 2kpi− log2 i , − 2
3
pi+ 2kpi− log2 i , k ∈Z
g. (2k + 1)pi i ,
1
2
log 2+
3
4
+ 2k

pi i , k ∈ Z
h.
1
2
log 3−log2+2kpii , 1
2
log 3−log2+(pi+2kpi)i , log 3−log 2−
pi
2
+ 2kpi

i , k ∈Z
i.
1
4
log32+
5
8
+ k

pi i , k ∈ Z
j. − log 2− (pi+ 2kpi)i ,

2
3
pi+ 2kpi

i ,

− 2
3
pi+ 2kpi

i , k ∈ Z
k. kpi ,
3
4
pi+ kpi , k ∈ Z
l. pi+ 2kpi ,
3
4
pi+ 2kpi− 1
2
log 2 i , k ∈ Z
m.
1
4
log2+

k +
1
8

pi+

− 1
4
log 2+

k +
1
8

pi

i , k ∈ Z .
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n.
pi
4
+ kpi ,
pi
2
+ kpi , k ∈Z
o.
pi
6
+ k
pi
3
,
1
3
arctan
1
2
+ k
pi
3
+
1
6
log5 i , k ∈Z
16) Poiché nell’equazione compaiono il modulo e il coniugato dell’incognita z , è utile
esprimere z tramite parte reale e coefficiente dell’immaginario. Poniamo quindi z = x+ i y ,
con x, y ∈R . L’equazione diventa
(x + i y)2+ x + i y + |x + i y|2 = 1 ,
x2+ 2i xy − y2+ x − i y + x2+ y2 = 1 ,
2x2+ x + (2xy − y)i = 1 .
Uguagliando la parte reale e il coefficiente dell’immaginario dei due membri dell’equazio-
ne, otteniamo il seguente sistema di due equazioni in campo reale
¨
2x2+ x = 1 ,
2xy − y = 0 .
La prima è un’equazione di secondo grado nella sola variabile x , che ha soluzione
x =
−1±
p
1− 4 · 2 · (−1)
4
=
−1± 3
4
e si hanno quindi le due soluzioni x = 1/2 e x =−1 .
Per x = 1/2 la seconda equazione diventa y − y = 0 , quindi l’equazione è soddisfatta
qualunque sia y . Per x =−1 si ha invece −2y − y = 0 che è soddisfatta per y = 0 .
Quindi le soluzioni sono
z =−1 , z = 1
2
+ i y , y ∈R .
17) Poiché nell’equazione compaiono il coniugato, la parte reale e il coefficiente dell’im-
maginario dell’incognita, per risolverla è utile esprimere z in forma algebrica, trasformando
poi l’equazione nel campo complesso in un sistema di due equazioni in campo reale. Posto
quindi z = x + i y , con x, y ∈R , l’equazione diventa
(x + i y)3++(x + i y)(x − i y)2+ 3(x − i y)y + 2x = 0 ,
x3+ 3i x2y − 3xy2 − i y3+ (x2+ y2)(x − i y)+ 3xy − 3i y2+ 2x = 0 ,
x3+ 3i x2y − 3xy2 − i y3+ x3+ xy2 − i x2y − i y3+ 3xy − 3i y2+ 2x = 0 ,
2x3+ 2i x2y − 2xy2 − 2i y3+ 3xy − 3i y2+ 2x = 0 .
Uguagliando a 0 parte reale e coefficiente dell’immaginario del membro di sinistra si ottiene
il sistema di due equazioni in campo reale
¨
2x3 − 2xy2+ 3xy + 2x = 0 ,
2x2y − 2y3 − 3y2 = 0 .
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Questo sistema può essere scritto come
¨
x(2x2 − 2y2+ 3y + 2) = 0 ,
y(2x2 − 2y2 − 3y) = 0 ;
ciascuna equazione è verificata se e solo se almeno uno dei due fattori a primo membro
si annulla, dunque si può scomporre in due equazioni. Quindi, considerando i vari casi
possibili, otteniamo quattro sistemi; l’insieme delle soluzioni del sistema è uguale all’unione
degli insiemi delle soluzioni dei quattro sistemi. Tali sistemi sono
¨
x = 0 ,
y = 0 ,¨
x = 0 ,
2x2 − 2y2 − 3y = 0 ,¨
2x2 − 2y2+ 3y + 2= 0 ,
y = 0 ,¨
2x2 − 2y2+ 3y + 2= 0 ,
2x2 − 2y2 − 3y = 0 .
Il primo sistema ha soluzione x = 0 , y = 0 , cioè z = 0 .
Ponendo x = 0 , la seconda equazione del secondo sistema diventa −2y2 − 3y = 0 , che ha
le soluzioni y = 0 e y =−3/2 . Quindi si ha z = 0 (soluzione già trovata) e z =−(3/2)i .
Ponendo y = 0 , la prima equazione del terzo sistema diventa 2x2+ 2= 0 che non ha
soluzioni reali.
Infine nell’ultimo sistema, sottraendo membro a membro la seconda equazione dalla pri-
ma, si ottiene 6y + 2 = 0 , quindi y = −1/3 . Sostituendo nella prima equazione si ottiene
2x2+ (7/9) = 0 che non ha soluzione.
L’equazione ha perciò le due soluzioni
z = 0 , z =− 3
2
i .
18)
a. 1− i
b. 0 ,
3+ 2
p
2
2
− 1
2
i ,
3− 2p2
2
− 1
2
i
